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Limites

Em muitas aplicacdes do Calculo, estamos interessados em valores
de uma funcao f(z) que estejam proximos de um numero g mMas

gue nao necessariamente iguais a x

De fato, ha muitos casos em gue o ponto nao
esta nem no dominio da funcao, isto €,
f(xo) ndo esta definida




Limites

Por exemplo, vamos considerar a funcao

T3 — 2x?

r = 2 — N&o estd no dominio da funcao

Qual o valor da funcao quando x & muito proximo de 27



Limites

f(z)

r3 — 212

3r — 0

f(z)

f(z)

L L
1,9 1,20333333333333 2,01 1,3467
1,99 1,32003333333333 2,001 1,33466699999942
1,999 1,33200033333327 2,0001 1,33346666999/51
1,955 1,33320000333049 2,00001 1,33334666670724
1,99999 1,33332000000877 2,000001 1,3333346667852
1,999999 1,33333200027621 2,00000001 1,33333333333333
1,9999999 1,33333320109344 2,0000000001 1,33333333333333
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Limites

Se uma funcao e definida em todo um ir

numero real gy, exceto possivelmente r
perguntar

tervalo aberto conter

O proprio xg, podemnr

do um
0S NOS

1.A medida que x esta cada vez mais préximo de o (mas x # ),
o valor de f(x) tende para um numero real? (L)
2. Podemos tornar o valor da funcao tao proximo de L gquanto
gueiramos, escolhendo  suficiente proximo de xg?



Limites

Se uma funcao e definida em todo um intervalo aberto contendo um
numero real £y, exceto possivelmente no proprio g, podemos nos
perguntar
1.A medida que x esta cada vez mais préximo de o (mas x # ),
o valor de f(x) tende para um numero real? (L)
2. Podemos tornar o valor da funcao tao proximo de L gquanto
gueiramos, escolhendo  suficiente proximo de xg?

Se sim, temos: I1m f(aj) — [,
Lr—X(



Limites

lim f(x) =L

r—X

e 0s valores de f(a:) ficarao proximos ao numero real L sempre que
a variavel x estiver proxima de Zg, em qualquer lado de Xy.



Limites

r3 — 22

f(z)

f(z)

3r — 0

L L
1,9 1,20333333333333 2,01 1,3467
1,99 1,32003333333333 2,001 1,33466699999942
1,999 1,33200033333327 2,0001 1,333466669997/51
1,9999 1,33320000333049 2,00001 1,33334666670724
1,99999 1,33332000000877 2,000001 1,3333346667852
1,999999 1,33333200027621 2,00000001 1,33333333333333
1,9999999 1,33333320109344 2,0000000001 1,33333333333333

r—2

4




Calculo de limites por substituicao

Em muitos casos, é possivel calcular o limite apenas substituindo os
valor de xy na funcao. Esta é uma propriedade que é valida para um
conjunto especifico de funcdes, as funcoes continuas.



Calculo de limites por substituicao

Em muitos casos, é possivel calcular o limite apenas substituindo os

valor de xy na funcao. Esta é uma propriedade que é valida para um
conjunto especifico de funcdes, as funcoes continuas.

Exemplos:
: : : B . dx+4
33113113 1 :1613% T iﬁ%(fw 3) lim

r——2 X -+ D



Calculo de limites por substituicao

As vezes precisamos trabalhar com a expressao antes de realizar a
substituicao

Exemplos:

2 _ —9
limw TE -2 lim -

r—1 r — 1 w%Q\/E_g




Leis do limite

Teorema: Se L, M, c, k sdo nimeros reais, lim f(x) = L e
. —
lim g(z) = M, temos .

lim(f(z) + g(z)) = L+ M
lim(f(z) - g(z)) = L- M i (T2 - L
e s (9(%)) M

lim(k - f(z)) = k- L

I—C

lim(f(z))™/* = L"*, desde quer,s,€ Z,s #0eL"* € R

r—C



Leis do limite

Exemplos:

lim(z® + 42* — 3)

r—C

o oxt4 -1
lim
T—>C r?2 + 5

lim +/4z2 — 3

rT— —2



Leis do limite

Teorema: O limite de polinOmios pode ser obtido por substituicao

P(z) = anz® + an_12™ ' +... fa1z + ag

lim P(z) = anc® + an_1c” ' +... +aic + ag
r—C



Leis do limite

Teorema: Se P(x) e Q(x) sdo polindmiose Q(c) # 0

- P@) _ P

e Q) Q(c)




Leis do limite

Teorema: Se P(x) e Q(x) sdo polindmiose Q(c) # 0

- P@) _ P

e Q) Q(c)

, 3 + 4x? — 3
Exemplo: |im
r——1 x? + 5




Leis do limite

Teorema: Se P(x) e Q(x) sdo polindmiose Q(c) # 0

P(z)  P(c)

0@ QW

e Este teorema soO pode ser aplicado quando o denominador € nao

nulo.
e Em alguns casos onde o denominador e nulo, podemos eliminar

algebricamente estes denominadores e obter o limite por
substituicao da fracao simplificada




Leis do limite

Teorema: Se P(x) e Q(x) sdo polindmiose Q(c) # 0

- P@) _ P

e Q) Q(c)

Exemplos:

o4 x—2 Va2 +100 — 10
lim lim

r—1 ajz — T x—0 5132



Teorema do confronto

Teorema: Suponha que g(z) < f(x) < h(x)  para qualquer
intervalo aberto contendo ¢, exceto possivelmente no proprio c.
Supondo tambem que

lim g(z) = limh(x) = L

r—C r—C

Entao,

lim f(z) = L

r—C




Teorema do confronto

Exemplo: Seja




Teorema do confronto

Teorema: Se f(x) < g(x) paratodos os valores de & em certo
intervalo aberto contendo ¢, exceto possivelmente no proprio ¢, e 0s
limites de f e g existem, entao

lim f(x) < lim g(x)

L—C L—C



Definicao precisa de limite

Definigdo: Seja f( ) definida em um intervalo aberto em torno de xy,
exceto talvez em ¢ . Dizemos que o limite de f(x) ~conforme x se
aproxima de g, € o nUmero L, e escrevemos

lim f(z) =L

r— X
se para cada numero € > () existir um nimero correspondented > ()

tal que, para todos os valores de x

O0<l|x—xo| <d— |f(x) —L| <e€



Definicao precisa de limite

lim f(z)=L:0< |z —a¢| <d— |f(x) — L| <e¢

r— X

O limite de f(x) em x( ndo depende
de f(x()(caso ele exista), mas sim dos
valores que f(gx) assume nos pontos
proximos de xg.




Definicao precisa de limite
Exemplo: Vamos mostrar pela definicao que

lim (5x — 3) = 2

r—1

lim f(z)=L:0< |z —a¢| <0 — |f(x) — L| <e¢

r— X



Definicao precisa de limite

Exemplo: Provar que o limite abaixo nao existe

.
111l —
xr—0 X

lim f(z)=L:0< |z —a¢| <0 — |f(x) — L| <e¢

r— X



Definicao precisa de limite
Determinando 0 algebricamente

Para o limite

imvVae —1=2

T—H

determinar § > () para € = 1, isto é, encontrar § tal que

0<|z—5<6—|f(z)—2| <1



Limites laterais - a direita

Defini¢do: Dizemos que f(x) tem um limite L a direita em z( e
escrevemos

lim f(z) =L
T—T,

se para qualquer nimero € > (existe um correspondente 0 > 0 ,
de maneira que, para todos os valores de

ro<xr<xzyg+0o— |flx)—L|<e



Limites laterais - a esquerda

Defini¢do: Dizemos que f(x) tem um limite L & esquerda em z e
escrevemos

lim f(z) =L

CB%%O

se para qualquer nimero € > (existe um correspondente 0 > 0 ,
de maneira que, para todos os valores de

rg—0<x<xg— |flr)—L| <e



Limites laterais

Exemplo:



Limites laterais

Teorema: Uma funcao f(w)teré limite quando X se aproximar de
se e somente se tiver um limite lateral a esquerda e um a direita, e
0s dois limites laterais forem iguais:

lim f(r) = L <= lim f(z) =Le lim f(z)=L

T—C r—C~ r—cT



Limites laterais

Exemplo:



Limites laterais

Exemplo:
e
1111 —
r—Xog I




Limites laterais + Teorema do confronto

Exemplo:

sen @

I
912% 0



Limites laterais + Teorema do confronto

Exemplo:

¥
lim > =1
6—0 5,




Limites no infinito

Defini¢do: Dizemos que f(x) possui limite L quando z tende ao
infinito e escrevemos

lim f(z) =L

X —> 00

se para cada € > (0 existe um nimero M correspondente tal que,
para todos os valores de o

r>M— |f(zx) — L| <e



Limites no infinito

Ve>0,d0 >0, como > M tal que
r>0—>L—e< f(r) <L+e¢

lim f(z) =L < {

L — 00




Limites no infinito

Defini¢do: Dizemos que f(x)possui limite L quando z tende a
menos infinito e escrevemos

lim f(x)=1L

r——0O0

se para cada € > (0 existe um nimero [N correspondente tal que,
para todos os valores de o

r< N—= |f(zx) — L| <e



Limites no infinito

Ve>0,d0 >0, com — 90 < N tal que
r<—0—>L—e< f(x)<L+e

lim f(z) =L <— {

L —> 00




Limites no infinito

Exemplo: Demonstrar que




Limites no infinito

Limites tendo ao infinito apresentam propriedades de soma,
subtracao, multiplicacao por uma constante, produto, quociente e
potenciacao como as mostradas anteriormente.

i — (5 1 1im_5a32+8m—3
bareo * x oo 3x2 4 2
11 2

T— — 00 2132 T— — 00 2333 — 1



Assintota horizontal

Definicao: A reta y = b é um assintota horizontal do grafico da
funcdo y = f(x) se

lim f(x) =0 lim f(x) =10

L —> 00 y r——0OQ

Assintota
y=20




Assintota horizontal

Exemplo: Qual o limite lim f(x),onde f(z) =2 sen T

r—> 1 OO T



Assintota horizontal

Exemplo: Qual o limite lim f(z),onde f(z) =2

r—> 1 OO

SCIl XL




Assintota obliqua

e Caso o0 numerador de uma funcao racional tenha um grau maior
do que o denominador o grafico apresentara uma assintota
obliqua (inclinada)

f(z) = |(mz + b) +|R(x)

Resto



Assintota obliqua

Exemplo:




Assintota obliqua

Exemplo: 2:132 .
flz) = ——
2 8\  (—115)
flz) = (7 49) © 49(7z + 4)



Limites infinitos

RANE 4y
'x
lim y = o0 lim y = oo
r—1T r—0T
lim y = —o0 lim y = oo

r— 1~ r—0~



Limites infinitos

Defini¢do: Dizemos que f(x) tende ao infinito quando x tende

a &I ,istoe ,
’ lim f(x) = o0
r— X

se para cada numero real positivo B existe um § > (Qcorrespondente
tal que paratodo

O0<|r—x9|<d— f(x) > B



Limites infinitos

g, J@) = oo

O0<|r—xzo|<d— f(x) > B

Paraxg —d < ¢ < g+ 6, f(x) ficaacimadaretay = B




Limites infinitos

Defini¢do: Dizemos que f(x) tende ao menos infinito quando

tende a X ,isto é ,
) lim f(x) = —oc
r— X

se para cada numero real negativo -B existe um ¢ > 0
correspondente tal que para todo @

0<|r—zo| <d— f(x) < —B



Limites infinitos

i, ) = —oc

O0<|r—z9| <d— f(z) < —B

Paraxg — 0 < x < xg+ 9, f(x) ficaabixodaretay = —bB

Xo—0 L0 x9-+0




Limites infinitos

Exemplos: Funcdes racionais podem se comportar de varias
maneiras quando proximas ao zero de seus dominadores

o (z—2)? . x—3
lim lim
r—2 ;132 — 4 r—2 5132 — 4
r — 2 , 2 —
lim

:};IE% 2 — 4 r—2 (x — 2)3



Assintotas verticais

e Observando as  figuras
esquematicas, vemos que a
distancia entre a curva da
funcao e uma reta vertical

diminui a medida que a
curva se afasta verticalmente
da origem

S S GES SED GED GED GED GED GED GED SIS SNl I D S D T G G G G . . -



Assintotas verticais

Definicao: Uma reta £ = a € uma assintota vertical do grafico de
uma funcdo f(x) se

lim f(x) = +to0 lim f(x) = +to0

T—a™T T—a~



Assintotas

Exemplo: Encontrar as assintotas de

x + 3
fla) = 53
g
fla) = -
fla) = 23



Assintotas

Exemplo: Encontrar as assintotas de

x+ 3

T + 2

y=1,x = —2
y=0,r = =2
Y = 1,z =2




Termos dominantes

Como vimos, a funcao

2
T — 3
pode ser reescrita como
T 1
= -1
/(@) 2 2x — 4



Termos dominantes

X 1
= -1+
fz) 2 2¢ — 4
f(x) =~ ; + 1 = x numericamente grande
1
f(x) ~ — x — 2

2x — 4



Termos dominantes

T 1
2 2¢ — 4

Termo dominante quando x é
numericamente grande

1 Termo dominante quando x é
A — .
2¢ — 4 préximo de 2




Aplicacao de Limites

O numero e

A 1\"
De uma sequéncia com termo geral a,, = (1 | , temos
mn



Aplicacao de Limites
Taxas instantaneas de variacao e reta tangente

Definicdo: A taxa média de variagao de uma fun¢éo y = f(x) em
relacdo a x no intervalo |1, T3] é

Ay flzz) — f(z1)  flz1+h) — fz1) h £

Ax L9 — L9 h




Aplicacao de Limites
Ay f(z2) — f(1) f(z1+h) — f(z1)

Ax L9 — L9 h




Aplicacao de Limites

Com limites, podemos calcular o coeficiente angular da reta
tangente, isto e

L f@o+h) — f@o)
h—0 h

Da mesma forma, conseguimos calcular taxas de variacao
instantanea.



