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Funcoes hiperbolicas

e Certas combinacdes das funcdes exponenciais e” e e~ * surgem
frequentemente na matematica e suas aplicacoes
o Elas sao analogas, de muitas formas, a funcoes
trigonometricas
T " Possuem a mesma relacaéo com a hiperbole gue as
funcdes trigonometricas tém com o circulo.




Funcoes hiperbolicas

* Seno hiperbolico

et —e ?
senh r =
2
e Cosseno hiperbolico
et +e*
cosh z = :

e Tangente hiperbolica
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teh x = =
cosh x

e Secante hiperbolica

1 2
sech © = —
cosh et - e %

e Cossecante hiperbodlica
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cosech r = =
senh

e Cotangente hiperbodlica
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et -+ e *

eCE _ 6—33‘

cosh zx
cotgh x = =
senh




Funcoes hiperbolicas




Funcoes hiperbolicas

Identidades hiperbolicas
senh(—x) = —senh «
cosh(—x) = cosh x
cosh® z — senh’z = 1

1 — tgh®z = sech’z



Derivadas de funcoes hiperbolicas

d d
—senh(x) = cosh x ——cosh x = senh(x)

dx dx



Derivadas de funcoes hiperbolicas

d d

Etgh(w) — sech’z %cotgh(x) — —cosech’z
a h h x tgh(z)

—sech x = —sech « T

dx >

d

——cosech x = —cosech z cotgh(x)

dx



Funcoes hiperbdlicas inversas

y =senh 'z — senhy =z
y =cosh 'z — coshy =1z

y=tgh 'z — tghy =2



Derivada de funcoes hiperbolicas inversas

d 1 d 1
— senh 'z = — _cosech 'z =
dx V1 + 2 dx \w\\/l 1 2
d 1 d 1
— cosh 'z = h 1, —
dr Vz? 1 _d:z: secC €T = T

d 1 d 1
toh 1o = toh 1o =
dwg T 1 — 2 dmcog v 1 — 2



Derivada de funcoes hiperbolicas inversas

Exemplo:

d
%(tgh_l(senh r))



Taxas relacionadas



Taxas relacionadas

Um problema envolvendo taxas de variacao de variaveis
relacionadas e chamado de problema de taxas relacionadas.
e Nestes problemas, as variaveis tem uma relacao especifica para
valores de tempo. Essa relacdao e usualmente expressa na forma
de uma equacao.



Taxas relacionadas

Um problema envolvendo taxas de variacao de variaveis
relacionadas e chamado de problema de taxas relacionadas.
e Nestes problemas, as variaveis tem uma relacao especifica para
valores de tempo. Essa relacdao e usualmente expressa na forma
de uma equacao.

A taxa em que alguma variavel varia é obtida a partir da derivada
da equacao que relaciona as variaveis envolvidas



Taxas relacionadas

Exemplo 1: A que taxa o nivel do liquido diminui dentro de um
tanque cilindrico vertical se bombearmos o liquido para fora a uma
taxa de 3000 L/min?



Taxas relacionadas

Exemplo 1: A que taxa o nivel do liquido diminui dentro de um
tanque cilindrico vertical se bombearmos o liquido para fora a uma
taxa de 3000 L/min?

Resposta: % — 3

dt 7r2




Taxas relacionadas

Exemplo 2: Uma escada de 25 unidades de comprimento esta
apoiada em uma parede vertical. Se o pé da escada for puxado
horizontalmente, afastando-se da parede a 3 unidades de
comprimento por segundo, qual a velocidade com que a escada
esta deslizando, quando seu pé esta a 15 unidades de comprimento
da parede?



Taxas relacionadas

Exemplo 2: Uma escada de 25 unidades de comprimento esta
apoiada em uma parede vertical. Se o pé da escada for puxado
horizontalmente, afastando-se da parede a 3 unidades de
comprimento por segundo, qual a velocidade com que a escada
esta deslizando, quando seu pé esta a 15 unidades de comprimento
da parede?

Resposta: -9/4



Taxas relacionadas

Exemplo 3: Sendo
T COSY = D

. . . . dx
onde x e y sao funcdes de uma terceira variavel t .Se — = —4

ache Y quandoy = 7/3. at
dt



Taxas relacionadas

Exemplo 3: Sendo

T COSY = O
onde x e y sao funcdes de uma terceira variavel t . Se d_m — 4
ache Y quandoy = 7/3. at
dt

2
Resposta: T V3



Taxas relacionadas

Exemplo 4: Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16m

de altura e uma base com 4m de raio. A agua flui no tanque a uma
taxa de 2 m3/min. Com que velocidade o nivel da agua estara se

elevando quando sua profundidade for de 5m?



Taxas relacionadas

Exemplo 4: Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16m

de altura e uma base com 4m de raio. A agua flui no tanque a uma
taxa de 2 m3/min. Com que velocidade o nivel da agua estara se

elevando quando sua profundidade for de 5m?

32

Resposta:
207




Taxas relacionadas

Exemplo 5: Dois carros estao se encaminhando em direcao a um
cruzamento, um seguindo a direcao leste a uma velocidade de
90km/h e o outro seguindo a direcao sul, a 60km/h. Qual a taxa
segundo a qual eles se aproximam um do outro no instante em que
O primeiro carro esta a 0,2km do cruzamento e o segundo a 0,15km?



Taxas relacionadas

Exemplo 5: Dois carros estao se encaminhando em direcao a um
cruzamento, um seguindo a direcao leste a uma velocidade de
90km/h e o outro seguindo a direcao sul, a 60km/h. Qual a taxa
segundo a qual eles se aproximam um do outro no instante em que
O primeiro carro esta a 0,2km do cruzamento e o segundo a 0,15km?

Resposta: -108



Taxas relacionadas

Exemplo 6: Suponha que, em certo mercado, x milhares de caixas
de caixas sejam fornecidos diariamente sendo p 0 preco por caixa e
a equacao de oferta e

pr — 20p — 3x + 105 = 0
Se o fornecimento diario estiver decrescendo a uma taxa de 250
caixas por dia, com gue taxa 0S precos estarao variando quando o
fornecimento diario for de 5000 caixas?



Taxas relacionadas

Exemplo 6: Suponha que, em certo mercado, x milhares de caixas
de caixas sejam fornecidos diariamente sendo p 0 preco por caixa e
a equacao de oferta e

pr — 20p — 3z + 105 = 0
Se o fornecimento diario estiver decrescendo a uma taxa de 250
caixas por dia, com gue taxa 0S precos estarao variando quando o
fornecimento diario for de 5000 caixas?

Resposta: -1/20



Linearizacao



Linearizacao

e As vezes podemos aproximar funcdes complicadas usando
funcdes mais simples que fornecem a precisao desejada para
aplicacdes especificas.

© Uma forma de aproximacao é feita a partir de retas
tangentes e é denominada
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inearizacao
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Linearizacao

A reta tangente no ponto a, onde

a funcao e derivavel, passa pelo
(@ <a>>/ T (@ @)
/ e sua equacao e
i y = f(a) + f'(a)(z — o)
_I—C'l_b



Linearizacao

Definicao: Se a funcao e derivavel em

r = a entao a funcao aproximacao
(a, f(a))
i e a linearizagao da funcao ao redor do
i ponto (centro da aproximacao).

—7



Linearizacao

Exemplo: Determinar a linearizacao de

f(z) =V1+a

quando = = 0.



Linearizacao

e A utilidade da linearizacao esta em sua capacidade de substituir
formulas complicadas por uma mais simples ao longe de um
intervalo de valores.

© Uma aproximacao linear normalmente perde a precisao
longe de seu centro



Linearizacao

Exemplo: Determinar a linearizacdo de f(z) = /1 + x ao redor de

r = 3.

Exemplo: Determinar a linearizagdo de  f(x) = cosxz ao redor de
r = 1/2.

Exemplo: Determinar a linearizacdo de f(z) = (1 + )" ao redor de

r = (.



Diferenciais




Diferenciais

Suponha que um funcao seja definida pela equacao

y = f(x)

Os incrementos Ay podem ser aproximados, por essa funcgao, a
pontos onde a funcdo seja derivavel. Em tais pontos

Ay
/ IR E —J
fi@)= lim

onde Ay = f(xz + Az) — f(x)



Diferenciais

Pela definicdao de limite

OU seja

f'(z)

0 < |Az| <6 —

Ax

Ay — f(z)Az| < |Az

< €



Diferenciais

Ay — f(z)Az| < |Az

Para |Az| suficientemente pequeno, f'(z)Ax é uma boa
aproximacao do valor de Ay .

Ay~ f'(z)Az



Diferenciais

Definicdo: Se uma funcdo f, definida por ¥y = f(z) , entdo a
diferencial de y, denotada por dy , sera dada por

dy = f'(z)Ax

onde z esta nodominiode f' e Az éum incremento arbitrario
de z.



Diferenciais

e Geometricamente, a diferencial e a
Y variacdo na linearizacdo quando =
__________________ varia em uma quantidade Az

Ay ® A diferencial representa a medida
em que a reta tangente sobe ou
desce quando x varia em uma
quantidade Az




Diferenciais

Definicao: Se a func¢do for definida por y= f(z) entdo a
diferencial de z , denotada por dx , sera dada por

der = Ax

onde Az é um incremento arbitrario.



Diferenciais

Teorema: Se y = f(x), entdo quando sua derivada existe

dy = f'(z)dz



Diferenciais

Exemplos:
y =z’ + 37z
y = tg 2x
T
y —

r+ 1



Erro na aproximacao diferencial

e Ha duas maneira de descrever a variacao de uma funcao a
medida que sua variavel independente x variade x = a para

r=a+ Azx.
e Variacaoreal: Af = f(a+ Az) — f(a)

e Variacdo diferencial: df = f'(a)dx



Erro na aproximacao diferencial
e Variacaoreal: Af = f(a+ Ax) — f(a)

e Variacdo diferencial: df = f'(a)dz

fla +oz) — f(a)
Ax

Erro = Af —df = ( f’(a)) = eAx

Erro — 0, Ax — 0



Variacao de uma funcao proximo de um
ponto

Se uma funcao e derivavel qguando x = a e z variade a para
a + Az, entdo avariacdo Ay de f é dada por

Ay = f'(a) + Az + €Az

na qual e - 0 a medida que Ax — 0.



Variacao de uma funcao proximo de um
ponto

Exemplo: A formula que nos diz quanto o raio de uma artéria
obstruida necessita ser expandido para que o fluxo normal de

sangue seja estabelecido e
V= kr

Como é que 0 aumento de 10% no raio afeta o volume?



Variacao de uma funcao proximo de um
ponto

Exemplo: A formula que nos diz quanto o raio de uma artéria
obstruida necessita ser expandido para que o fluxo normal de
sangue seja estabelecido é

V= kr
Como é que 0 aumento de 10% no raio afeta o volume?

Resposta: 4ﬁ

7’0



Variacao de uma funcao proximo de um
ponto

Exemplo: Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado
para o acréscimo Ay que a funcdoy = z”sofre quando se passa de
r=1a 1+ dx = 1,001 . Calcule o erro.



Variacao de uma funcao proximo de um
ponto

Exemplo: Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado
para o acréscimo Ay que a funcdoy = z”sofre quando se passa de
r=1a 1+ dx = 1,001 . Calcule o erro.

Resposta: dy = 0,002, erro=10""°



