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Formas indeterminadas e a regra de L'Hopital

e John Bernoulli descobriu uma regra para calcular limites de
funcdes cujos numeradores e denominadores tendem a zero
ou ao infinito.



Formas indeterminadas e a regra de L'Hopital

e John Bernoulli descobriu uma regra para calcular limites de
funcdes cujos numeradores e denominadores tendem a zero
ou ao infinito.

o Aregra e atualmente conhecida como regra de L'Hopital.



Forma indeterminada 0/0

e Se as funcdes continuas f(x) e g(x) sdo zeroem = = a, entdo
i
1111
T—a g(m)

nao pode ser encontrado por substituicao.
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Forma indeterminada 0/0

e Se as funcdes continuas f(x) e g(x) sdo zeroem = = a, entdo

_ f(=z)
313%a g(x)

nao pode ser encontrado por substituicao.
o A partir de manipulacdes algébricas é possivel determinar o
limite
= A regra de L'Hopital € uma forma alternativa de calcular
limites com essas indeterminacdes a partir do uso de
derivadas.




Forma indeterminada 0/0

Teorema: Suponha que f(a) = g(a) =0, que f'(a) e ¢'(a) existam
e que ¢'(a) # 0. Entdo
flz)  f'(a)

e da)




Forma indeterminada 0/0

Teorema: Suponha que f(a) = g(a) =0, que f'(a) e ¢'(a) existam
e que ¢'(a) # 0. Entdo
flz)  f'(a)

e da)

Prova:



Forma indeterminada 0/0

Teorema: Suponha que
f(a) = g(a) =0

que f e g sejam derivaveis em um intervalo aberto contendo x = a
e que g (x) # 0 neste intervalo se = # a. Entdo,

j@)
2 g@) e g(a)

desde que exista o limite no lado direito da igualdade.



Forma indeterminada 0/0

Exemplo:
. Vl4+z—1—2x2/2
e lim
x—0 5132
. xr—senc
o lim
x—0 5133
1 ——cosx
e lim

z—0 x + 2



Forma indeterminada 0/0

A regra de L'Hopital se aplica tambem a limites laterais

SCI1 U

e lim
r—0T :132

SCI1 U

e lim
r—0~ mz



Formas indeterminadas: oco/oco, 00 - 0,00 — 00

Se f(x) — +o0o e g(x) = +o0o quando x — a , entdo

NAC)
rva g(x)  aoa g'(z)

desde que o ultimo limite exista.



Formas indeterminadas: oco/oco, 00 - 0,00 — 00

Exemplo:

SEC I

o lim =
T—7/2 1+ tgx

In x

e lim
T— 00 2\/5

633

® im —
T—00 P2



Formas indeterminadas: oco/oco, 00 - 0,00 — 00

Em alguns casos, e possivel transformar algebricamente uma
indeterminacao naformaoco -0 ou oo — oo para as formas O >

0 o<

Exemplo:
e lim x sen (1/x)
L —> 00

e lim vz Inzx

rz—0T

(1)
°* lim
z—0 \ sen X




Poténcias indeterminadas

Os limites que levam as formas indeterminadas 1%°,0°, o0’ podem,
as vezes, ser tratados utilizando-se primeiro logaritmos.
e Usamos entao a regra de L'Hopital para encontrar o limite do
logaritmo e, calculando a exponencial nesse valor, obtemos o
limite da funcao original

Se lim In f(z) = L, entao

r—a
lim f(z) = lim /(@) = L
r—a r—a



Poténcias indeterminadas

Exemplo:

o lim (1+ z)Y/®
r—07"
1/x

e im
T—> 00



Regra de L'Hopital - Exemplos

, r° — 6x° + 8 — 3 , 1 1
o lim o lim
r—s1 4 1 r—0+ \ 12 sen T
lim &
o lim — : T
o llime” |e— [ 1-
T—700 & T— 00 ( |
o llm xlnzx
_|_ °
z—( o lim z*
z—0"

o lim z2el/?
r—0T




Regra de L'Hopital - Exemplos

o lim |14
T—00 P2

3 £
o lim (1 | )
T—00 T

o lim (z + 1)Y/22




Formula de Taylor
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Formula de Taylor

Os valores de uma funcao polinomial podem ser encontrados a
partir de um numero finito de adicdes e multiplicacdes.

e Por outro lado, existem outras funcdes, como a logaritmica, a
exponencial e as funcdes trigonomeétricas, que nao podem ser
calculadas tao facilmente.

o Muitas funcdes podem ser aproximadas por polinomios.



Formula de Taylor

Existem varios meétodos para aproximar uma funcao dada por
polindmios

e Um dos métodos mais utilizados € o que envolve a formula de
Taylor.



Formula de Taylor

Teorema: Seja f uma funcao tal que f e suas n primeiras derivadas
sao continuas no intervalo fechado [a,b]. Além disso, a derivada n+1

existe no intervalo aberto (a,b). Entdao, existe um numero & no
intervalo aberto (a,b) tal que

a "(a (n) (n+1)
1) = @)+ D200y Ly Lo ey Loy

A formula também é valida se b<a.



Formula de Taylor

Se n=0, temos
f(b) = f(a) + £ (§)(b— a)

onde £ esta entre a e b. Este é o teorema do valor médio.
o Assim, temos que o teorema que estabelece a féormula de
Taylor € uma generalizacao do teorema do valor medio



Formula de Taylor

Se substituirmos b por x, obtemos a formula de Taylor

onde £ esta entre a e X.



Formula de Taylor

CondicOes para a formula ser valida

e f e suas n derivadas sao continuas em um intervalo fechado
contendo a e x

* 3 (n+1)-esima derivada de f deve existir em todos os pontos do
intervalo aberto correspondente.



Formula de Taylor

A formula de Taylor pode ser escrita como
f(z) = Pn(z) + Rn(2)

onde o polinomio de Taylor &

P.(z) = f(a) = fl(!a) (z—a)+ L 2(!“) ( — a)+. ..
e o resto na forma de Lagrange e
]l:(n+1)
R,(z) = (€ —a)™*

(n+1)!




Formula de Maclaurin

O caso especial da formula de Taylor, obtida quando a=0, e

f'(0) 7"(0) o) o )
T :132—|—... | T (n—l—l)! 2"

2! n!

com 0 < & < z, e édenominada formula de Maclaurin.
e Assim, o polinomio de Maclaurin de n-ésimo grau para uma
funcao f é




Formula de Maclaurin

Exemplo: Polindmio de Maclaurin para f(x) = e”



Formula de Maclaurin

Exemplo: Polindmio de Maclaurin para f(x) = e”

2
el
— n=2
_nzg
1.5 =
2 3 n
L L L
Pal@) =1+t or +grtto T~ <
Im——— N




Formula de Maclaurin

Exemplo: Polindmio de Maclaurin para f(x) = sen «



Formula de Maclaurin

Exemplo: Polindmio de Maclaurin para f(x) = sen «

3 5) 7 2n—1

P.(z) = z T R A (2‘2_1)!

o1 g
\JLIII\.)r—lH




Formula de Maclaurin

Exemplo: Ache o polinOmio de Taylor de terceiro grau de

f(x) = cos x

em 7/4 e oresto na forma de Lagrange.



Formula de Maclaurin

Exemplo: Use um polinomio de Maclaurin para encontrar um valor
de /e exato até a quarta casa decimal.



